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БРОУНОВСКАЯ ДИФФУЗИЯ НАНОЧАСТИЦ ВНУТРИ СФЕРИЧЕСКОЙ КАПЛИ  
ПЕРЕМЕННОГО РАДИУСА
(Представлено членом-корреспондентом Н. В. Павлюкевичем)
Исследовано влияние броуновской диффузии на распределение наночастиц внутри испаряющейся и растущей 
микронной капли. Показано, что возможно возникновение пространственно неоднородных распределений наноча-
стиц в капле.
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BROWNIAN DIFFUSION OF NANOPARTICLES IN A SPHERICAL DROPLET OF VARIABLE RADIUS
(Communicated by corresponding member N. V. Pavlyukevich)
The influence of Brownian diffusion on the distribution of nanoparticles in an evaporating or growing micron droplet is 
considered. It is shown that there are possibilities for emerging a spatially non-uniform state of the nanoparticles in the droplet. 
Keywords: free molecular regime, the mean radius-vector, evaporation rate.
Введение. Из всего многообразия методов по получению чистых наночастиц производитель-
ностью выделяются те, которые формируют наночастицы из пересыщенных растворов. Они явля-
ются не только более простыми в реализации, но и менее энергоемкими по сравнению с методами, 
в которых используется переход газ–твердое тело. В частности, большой популярностью пользу-
ется такой метод получения наночастиц, как распылительный пиролиз [1; 2], в котором летящая 
в потоке газа испаряющаяся микронная капля является своего рода химическим реактором по про-
изводству наночастиц. 
Положения наночастиц в такой капле определяются не только местом появления, но также 
влиянием броуновской диффузии и скоростью движения границы капли при испарении (конденса-
ции) пара [3]. В данной работе мы рассмотрим изменение распределения наночастиц внутри испа-
ряющейся и растущей капли под влиянием обоих факторов. В целом ряде случаев взаимодействие 
этих факторов приводит к формированию особой морфологии ансамбля наночастиц.
Математическая модель. Введем функцию f(r, t) распределения наночастиц в капле радиуса 
R
d
, где r – радиус-вектор положения наночастицы. Условие нормировки функции распределения 
имеет вид
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2
0
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где N – число наночастиц в капле.
В свободномолекулярном режиме испарения радиус капли изменяется по закону 
R
d
(t) = R
d
(0) – vt,
в случае конденсации пара на капле радиус изменяется как
 R
d
(t) = R
d
(0) + vt,
где R
d
(0) – начальный радиус капли; v – скорость испарения или роста капли. 
Для того чтобы пренебречь гидродинамическим взаимодействием наночастиц между собой 
внутри капли, будем считать, что выполняется условие:
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где R
n
 – радиус наночастицы. Сделаем численную оценку. Из выражения (1) для капли с началь-
ным радиусом R
d
(0) = 2 мкм, и потерявшей в процессе испарения 87,5 % от первоначального объе-
ма следует, что при R
n
 = 5 нм для числа наночастиц в капле должно выполняться условие N << 107.
В сферической системе координат, центр которой совпадает с центром капли, уравнение броу-
новской диффузии наночастиц внутри капли имеет вид [4]
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где D
B
 – коэффициент броуновской диффузии одиночной наночастицы. Используя закон Стокса 
для гидродинамического сопротивления сферы и соотношение Эйнштейна для вязкости коллоид-
ного раствора, коэффициент броуновской диффузии с хорошей точностью выражается формулой
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где k – постоянная Больцмана; μ0 – динамическая вязкость жидкости; ε = N(Rn / Rd(t))
3 – объемная 
доля наночастиц в капле.
Граничные условия для функции распределения наночастиц f(r, t) в капле переменного радиу-
са имеют следующий вид. Первое условие – условие симметрии в центре капли
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Из условия непроницаемости поверхности капли для наночастиц (знак + или – в зависимости от 
конденсации или испарения) имеем второе условие на поверхности капли
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В отличие от предыдущих работ [3; 5] в этой работе мы применяем известную замену пере-
менных, позволяющую преобразовать уравнение и численно рассмотреть практически полное 
испарение капли при неизменных границах в новых переменных. Сделаем замену независимой 
переменной ( ) / ( ), [0, 1].z t r R t z= ∈  Тогда имеем из сохранения физического смысла функции 
распределения
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Подставляя выражение (5) в уравнения (2)–(4) получаем уравнение для переменной ϕ:
 
2
2 2
( , ) 1 1 ( , ) 3 ( , ) .
( )( ) dd
z t z t z t
Dz v
t z z R tR t z
∂ϕ ∂ ∂ϕ ϕ = + ∂ ∂ ∂    
(6)
Граничные условия к уравнению (6) получаются из старых граничных условий после простых 
преобразований:
условие симметрии теперь имеет вид
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условие непроницаемости через границу капли 
 
B
(1, )
( ) (1, ) 0.d
t
D vR t t
z
∂ϕ
+ ϕ =
∂  
 (7)
Как следует из соотношения (7) существует безразмерный параметр ( ) / .dO vR t D=  В случае 
медленного испарения капли, когда 1,O  граничное условие (7) может быть заменено условием 
(1, ) 0.t
z
∂ϕ
=
∂  
Важно отметить, что равновесное решение (6) при v = 0 имеет вид ( ) const.e zϕ =  
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Для равновесной капли характеристики равновесного ансамбля наночастиц вычисляются пря-
мым интегрированием. В результате имеем:
средняя длина радиус-вектора равна
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или <r>e = 0,75Rd;
средний квадрат длины радиус-вектора положения наночастиц в капле равен 
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Дисперсия распределения радиус-векторов наночастиц равна 2 2 0,037.e ez z< > − < > =  Обра-
тим внимание, что она не зависит от времени, в отличие от классических результатов по броунов-
ской диффузии в неограниченной среде. Представляется, что таким же свойством обладают выра-
жения для дисперсии равновесной функции распределения наночастиц в любых пространственно 
ограниченных объектах [6]. 
Результаты численного счета. Уравнение (6) с граничными условиями (7) решалось методом 
линий с помощью явной разностной схемы для правой части уравнения (6) [7]. 
Ниже представлены результаты расчетов для капли R
d
(0) = 2 мкм, T
d
 = 283 К, содержащей 100 
наночастиц радиусом R
n
 = 5 нм. Характерное время броуновской диффузии для начального радиу-
са капли составляет 2 2(0) /D dR Dτ = π  и для наших условий равно 0,01 с. 
На рис. 1 представлены расчеты эволюции начальной колоколообразной функции распреде-
ления наночастиц внутри капли для двух режимов испарения. Причем за время испарения ради-
ус капли в обоих случаях уменьшился на 40 %, что соответствует примерно 70 % испарившегося 
объема капли. Из рис. 1, а видно, что в случае быстрого испарения капли [8], когда O > 1 основ-
ная доля наночастиц сосредотачивается вблизи ее поверхности. В случае медленного испарения 
Рис. 1. Эволюция функции распределения наночастиц внутри быстро испаряющейся с v = –10–4 м/с, О ~ 4,8 (а) и мед-
ленно испаряющейся с v = –10–6 м/с, О ~ 0,04 (b) капли: 1 – начальная функция распределения; 2 – через 0,04τ
D
 (испа-
рилось 49 %); 3 – время 0,08τ
D
 (испарилось 74,8 %); 4 – через 4τ
D
 (испарилось 49 %); 5 – время 8,1τ
D
 (испарилось 78 %)
Fig. 1. Evolution of the distribution function of nanoparticles inside a quickly evaporating droplet with v = –10–4 m/s, О ~ 4.8 
(а) and a slowly evaporating droplet v = –10–6 m/s, О ~ 0.04 (b) curve: 1 – initial distribution function, 2 – in 0.04τ
D
 (49 % 
evaporated): 3 – in 0.08τ
D
 (74.8 % evaporated); 4 – in 4τ
D
 (49 % evaporated); 5 – 8.1τ
D
 (78 % evaporated)
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(рис. 1, b), когда O < 1, броуновская диффузия «успевает подстроить» положение наночастиц под 
изменяющуюся границу капли. В результате функция распределения остается практически рав-
новесной. При этом коэффициент броуновской диффузии в обоих случаях уменьшается всего на 
0,006  % из-за увеличения эффективной вязкости. 
Для тех же условий, что и на рис. 1 результаты численного моделирования, пересчитанные для 
функции f(r, t), показаны на рис. 2. 
Броуновская диффузия наночастиц в капле при конденсации пара. В этом разделе пред-
ставлены результаты расчета эволюции начального колоколообразного распределения функции 
распределения наночастиц внутри растущей капли воды (рис. 3). При высоких скоростях роста 
капли, когда v ~ 10–4 м/c, можно сказать, что наночастицы не «успевают» занять равновесное по-
ложение. В результате среднее значение радиус-вектора на момент t = 0,08τ
D
<re > = 0,49Rd(t) 
(рис. 3, а). В случае медленного растущей капли (рис. 3, b) в начальный момент времени наблю-
дается тот же эффект (рис. 3, b, кривая 4), однако далее броуновская диффузия успевает «под-
строиться» под изменяющийся объем капли и прийти к равновесному значению функции рас-
пределения (рис. 3, b, кривая 5). 
На рис. 4 эти же результаты численного счета представлены для функции f(r, t). Видно, что 
новые области капли практически свободны от наночастиц. 
Рис. 2. Эволюция функции распределения наночастиц внутри испаряющейся капли
Fig. 2. Evolution of an evaporatding droplet
Рис. 3. Эволюция безразмерной функции распределения наночастиц внутри быстро растущей с v = 10–4 м/с (а) и мед-
ленно растущей с v = 10–6 м/с (b) капли. Объем капли увеличился в 3 раза: 1 – начальная функция распределения; 
2 – через 0,06τ
D
; 3 – 0,12τ
D
; 4 – через 0,06τ
D
; 5 – 12,4τ
D
Fig. 3. Evolution of the dimensionless distribution function inside a quickly growing droplet with v = 10–4 m/s (а) and a slowly 
growing droplet with v = 10–6 m/s (b). The droplet volume increased 3 times: curve 1 – initial distribution function; 2 – in 
0.06τ
D
; 3 – 0.12τ
D
; 4 – in 0.06τ
D
; 5 – in 12.4τ
D
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Заключение. В работе рассмотрена броуновская диффузия наночастиц внутри как испаряю-
щейся, так и впервые для растущей капли микронных размеров. При этом учтено, что коэффи-
циент броуновской диффузии наночастицы зависит от эффективной вязкости раствора. Важно 
отметить, что для проведения расчетов нами использовалась известная замена переменных, по-
зволившая рассчитать броуновскую диффузию для значительных изменений радиуса капли 
(0,5–1,5)R
d
(0). Результаты расчетов подтвердили ранее полученные закономерности [9]. Отметим, 
что для описания роста и испарения капель нами использовались аналитические результаты, 
полученные в кинетической теории в свободномолекулярном приближении. При исследовании 
мы использовали изотермическое приближение внутри капли. Из отношения характерных вре-
мен установления диффузионного равновесия наночастиц τ
D
 и установления температурного 
равновесия τT в испаряющейся капле имеем
 
2 2/ ( ) / ( ) / 1.D T d dR t a R t D a Dτ τ = = >>
Таким образом, для капли микронного размера поле температуры выравнивается практиче-
ски мгновенно по сравнению с характерным временем броуновской диффузии, поэтому при про-
ведении математического моделирования считаем, что внутри капли градиенты температуры 
достаточно малы и ими можно пренебречь при рассмотрении броуновского движения наноча-
стиц. Более того, для простоты рассмотрения температуру капли будем принимать постоянной, 
так как она изменяется не более 20 К [4]. 
В частности, показано, что при испарении капли при значениях безразмерного параметра 
О > 1 возникает повышенная концентрация наночастиц вблизи границы капли. При достаточно 
большом числе наночастиц эта особенность распределения наночастиц ведет к образованию 
особой морфологии наночастиц при LPSP [5]. Среднее значение радиус-вектора наночастиц на 
момент времени t = 0,08τ
D
 достигает значения 0,98R
d
(0,08τ
D
).
При конденсационном росте капли показано, что при значениях безразмерного параметра 
О > 1 также возникает пространственно неравновесное состояние наночастиц в капле. Прак-
тически все они сосредоточены в объеме первоначальной капли. Среднее значение радиус-век-
тора наночастиц 0,49R
d
(0,12τ
D
).
При медленном испарении (росте) капли, если параметр О < 1, функция f(r, t) является прак-
тически равновесной и постоянной по объему капли. При этом средняя длина радиус-вектора 
положения наночастицы равна 0,75R
d
(t), а дисперсия распределения наночастиц не зависит от 
времени и равна 0,037. 
При медленном испарении (конденсации) капли в диффузионном режиме или при промежу-
точных числах Кнудсена, на основании наших расчетов, можно ожидать равновесного распреде-
ления наночастиц внутри капли. 
Рис. 4. Изменение функции распределения положения наночастиц внутри растущей капли
Fig. 4. Change in the distribution function of the position of nanoparticles inside the growing droplet
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